Fungoes Trigonométricas
Motivacao

Um agrimensor quer medir a distancia entre dois pontos opostos de um lago,
como ¢é ilustrado na figura abaixo.

T
Ele ndo pode medir AB diretamente, mas pode medir CB e o angulo

« Como é possivel determinar, a partir desses dados, a medida de AB ?

Este problema € equivalente ao de determinar os catetos de um tridngulo
retadngulo, conhecidos um dos seus angulos agudos e a hipotenusa.

O problema da "resolugdo de triangulos”, que consiste em determinar 0s seis
elementos de um tridngulo (3 lados e 3 angulos) quando se conhece 3 deles,
motivou, ha mais de dois mil anos, o desenvolvimento da Trigonometria (do grego:
trigono= triangulo e métron=medida).

Um pouco de histéria

O Problema da Navegacgao

Na antiguidade, o transporte e a comunicagao por via terrestre envolviam enormes
dificuldades, pois as vias de acesso entre as localidades eram penosamente
construidas, em geral, usando méo de obra escrava. Para percorrer grandes
distancias, era bem mais facil, portanto, estabelecer rotas maritimas que
costeassem ilhas e continentes. A partir da necessidade de se navegar em alto
mar, surgiu o problema basico da navegacéao: o de se determinar a posigao de um
navio em alto mar.

Os navegantes gregos, que por volta do século V A.C. ja tinham absorvido boa
parte dos conhecimentos astronémicos dos babilénios, foram os primeiros a
formular o conceito de latitude.
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Para os navegantes no hemisfério norte, a latitude de um lugar € o angulo formado
pela Estrela Polar e o horizonte, naquele ponto. A latitude de uma pessoa no Polo
Norte é de 90°, pois, nesse ponto, a Estrela Polar esta diretamente sobre a sua
cabeca (na realidade, existe um pequeno desvio angular, pois a Estrela Polar ndo
se encontra exatamente sobre o Polo Norte). Navegando para o norte, a cada
noite, um observador veria essa estrela colocar-se cada vez mais alto no céu.
Navegando para o sul, aconteceria o contrario. Medindo a elevagado angular da
Estrela Polar, um marinheiro poderia obter uma medida acurada da distancia para
0 sul ou para o norte.

No Hemisfério Sul, a determinagcéo da latitude de um lugar pode ser feita, da
mesma maneira, medindo-se a elevagao angular da estrela chamada Sigma
Oitante, que representa o Distrito Federal na Bandeira Brasileira.

No entanto, para determinarmos a posicdo de um ponto no globo terrestre é
necessario, além da latitude, que determina a posigdo Norte-Sul desse ponto, a
determinacao da sua longitude, que indica a diregcao Leste-Oeste.

Os Alexandrinos sabiam que um navegador poderia medir a longitude,
transportando a bordo de seu navio um relégio preciso. O reldgio, acertado para a
hora local de Alexandria, indicaria ao navegador a hora naquela cidade, durante
toda a sua viagem. Como a Terra descreve uma rotagao completa (360°) em 24h,
gira 15° a cada hora. Assim, o navegador poderia determinar sua longitude em
gualquer lugar do planeta, simplesmente pela leitura das horas do relégio, quando
o sol incidisse diretamente sobre a sua cabega. Sua longitude em relagdo a
Alexandria seria o produto de 15°pela diferenca, em horas, entre 0 meio dia e o
tempo local de Alexandria, fornecido pelo relégio.

Infelizmente, ndo havia relégios portateis, a disposicdo dos alexandrinos, que
fossem suficientemente precisos para manter um registro continuo das horas,
durante uma longa viagem. As dificuldades praticas para a determinagdo da
longitute eram tao grandes, que este dado deixou de ser levado em consideragao
na pratica da navegacao, durante um grande periodo.

As primeiras Nogbes de Trigonometria

Tentando resolver o problema da navegacéo, os gregos se interessaram também,
em determinar o raio da Terra e a distancia da Terra a Lua. Este ultimo problema
implicou no surgimento das primeiras nogdes de Trigonometria.

O primeiro célculo da circunferéncia da Terra foi realizado por Eratéstenes (250
A.C.), o bibliotecario de Alexandria. Seus calculos dependiam do angulo formado
pela sombra do sol e pela vertical em dois pontos: um ao norte e outro ao sul.
Eratostenes sabia que Alexandria, ponto A na figura abaixo, ficava a 800 km da
cidade hoje chamada de Assua, ponto B e, portanto, esta era a medida do arco AB
na figura. Ele também sabia que em 21 de junho, solisticio de verdo no hemisfério
Norte, ao meio dia em Assua, o sol incidia diretamente sobre as suas cabecas,
junto a primeira catarata do Nilo. Portanto, seus raios formavam um angulo de
zero grau com a vertical, ndo produzindo sombra. No mesmo instante, os raios do
sol formavam um angulo de 71/2 graus com a vertical, em Alexandria.

Devido a grande distancia do sol, ao atingirem a Terra, os raios do sol poderiam
ser considerarados paralelos e, portanto, os angulos AOB e DAS sao iguais,
conforme mostra a figura abaixo:
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Como o angulo formado no centro da Terra pelas linhas que partiam de Assua e
de Alexandria, era igual a 7/12 graus, calcular o raio da Terra era equivalente a
resolver a seguinte propor¢ao , uma vez que a circunferéncia inteira da Terra
mede360°.

1
7—
2 800

360 X
O caélculo, feito por Eratéstenes, para a circunferéncia
da Terra - 38400 km - foi um resultado fantastico se
considerarmos que, muito tempo depois, na época de Colombo, os mais
reputados gedgrafos acreditavam que o valor correto para a circunferéncia da
Terra era cerca de 27200 km. De fato, se Colombo conhecesse uma estimativa
melhor (cerca de 39840 km), talvez nunca tivesse se arriscado a viajar para a
India!

O raio da Terra pode ser estimado dividindo-se o comprimento da sua

2T
circunferéncia por ( aproximadamente igual a 6,28 ).
Hiparco adotava para o raio da Terra o valor de 8 800 km (o raio terrestre mede
cerca de 6378 km). De posse desse valor, Hiparco tentou achar a distancia da
Terra a Lua da maneira descrita a seguir.
Suponhamos que a Lua seja observada de dois pontos C e E, conforme mostra a
figura abaixo:
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. Lua

Quando estiver diretamente sobre o ponto E, um observador em C vé a Lua
nascer no horizonte. Conhecendo a localizagdo dos pontos C e E, Hiparco estimou
a medida do angulo A. Como a distancia AC é igual ao raio da Terra, o problema
de Hiparco era o seguinte: conhecidos um dos lados (8 800 km) de um triangulo
retangulo e um de seus angulos (A), determinar a hipotenusa AB.

Tal problema pode ser resolvido se observarmos que em tridngulos retangulos
semelhantes as razdes, constantes, entre as medidas dos seus lados podem ser
associadas aos seus angulos. Estas razdes sdo chamadas razbes
trigonométricas. Hiparco organizou diversas tabelas relacionando razdes
trigonométricas com angulos.

As relagbes trigonométricas num triangulo retangulo, que estudaremos a seguir,
constituiram um avanco no estudo das relagdes métricas nos triangulos porque
estas, estabelecem férmulas que relacionam entre si, medidas de segmentos,
enquanto que as razdes trigonometricas relacionam medidas de angulos com
medidas de segmentos (lados dos triangulos).

Razoes Trigonométricas

T
A idéia central da Trigonometria, como ja vimos, é associar a cada angulo de
T COST
um tridngulo retangulo, certos numeros, ditos cosseno de ( ) e seno de
T T
(sen ), cuja definicdo € baseada na semelhanca de triangulos.
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No desenho acima os triangulos , :
(por qué?) e portanto valem as relagdes:
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sao semelhantes

as relagdes (1) e (2) garantem que as definicbes acima nao dependem do

particular triangulo retdngulo usado para defini-las.
Pelo Teorema de Pitagoras conclui-se imediatamente, que

2 2
cos TH+sen T=1

()

que € a relagao trigonométrica fundamental.

e« Como é possivel dessa maneira, definir o seno e o cosseno de um angulo

obtuso ?
A funcgao de Euler

Com o surgimento e o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral foi
necessario considerar, em aplicagbes fisicas importantes, as fungdes seno,


http://www.vestibular1.com.br

cosseno e as outras funcdes trigonométricas correlatas, definidas para todo
numero real ¢ .
A transicdo da definicdo de seno e cosseno de um angulo para a definicao de
seno e cosseno de um numero real é feita por meio de uma fungao E , dita fungao
de Euler, que definiremos a sequir .

hy
O circulo trigonométrico unitario €, por definicdo, a circunferéncia de centro
na origem e raio 1, orientada no sentido anti-horario. A fungcédo de Euler é definida

hy
no conjunto dos numeros reais e sua imagem € o circulo unitario . Isto é, a
cada numero real t, a fungéo E faz corresponder um ponto E(t) do circulo unitario
oy
da seguinte maneira: dado um numero real t > 0 , medimos em , a partir do
ponto (1,0), um arco de comprimento t, sempre percorrendo o circulo no sentido
51
positivo (anti-horario). A extremidade final deste arco € um ponto ( x, y ) de :
t =0

gue definiremos como E(t). Para - , E(-t) sera a extremidade final de um

oy

arco de comprimento t, medido a partir de (1,0), no sentido negativo de (isto
€ no sentido horario ). Veja os graficos abaixo.

E(t)
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E(f)
Uma propriedade importante da fungéo € a sua periodicidade.

f(t+ T)=f(¢)

Dizemos que uma funcgéo é perioddica de periodo T, quando
para todo ¢.

oy 27 2T t<=-2m
Como o comprimento de e (por qué?), quando t > ou
para descrevermos um arco de comprimento ¢t , a partir do ponto (1,0), teremos

hy
que dar mais de uma volta ao longo de . Observe a animagao abaixo:
1
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Em particular, quando k € um inteiro, as extremidades finais dos arcos de

t=2rkm

comprimento sempre coincidirdo com o ponto (1,0). Isto implica que,

gualguer que seja o numero real t e o inteiro k , teremos

E(t+2 Fn)=E(t)

102040608 1


http://www.vestibular1.com.br

E{t) 2m
e portanto, a funcao € periddica de periodo . E claro que qualquer
27

outro multiplo inteiro de também é um periodo para essa fungao.
As fungdes periddicas sao o instrumento matematico adequado para descrever
fendmenos periddicos (movimento planetario, vibragdo de cordas e membranas,
oscilagdes de um péndulo, etc.).

E(t)
A partir da fungéo podemos obter fungbes com qualquer periodo, como
mostra o exercicio abaixo.

As fungodes seno e cosseno
Na secao anterior , vimos que a fungao E(t) associa a cada numero real t, um

2 2
x +y =1
Sy E(t) = (x,5) 7
ponto ( x,y ) do circulo unitario , isto é , onde
cos t E(t) sent
Definimos como sendo a abcissa do ponto e como a sua
ordenada, ou seja:
costi=x
sent=y

como mostrado na figura abaixo:

E(t)
sSent

COSt

Todas as propriedades das fungdes seno e cosseno decorrem dessa definigao.

oL
e Como se define a medida de um angulo em radianos?

e« Em que caso a medida de um angulo em radianos coincide com o
comprimento do arco do circulo do qual este angulo € um angulo central?


http://www.vestibular1.com.br

e Quanto mede um angulo reto em radianos?

A definicdo da medida de um angulo em radianos permite estabelecer a conexao
entre seno e cosseno de um numero real e de seno e cosseno de um angulo (veja
secdo: Razdes Trigonométricas). Assim, quando o numero real t esta entre 0 e

T

2 cosf=cos G Sentf=send o

, entao e , onde € 0 angulo cuja medida,
em radianos, é t.
As funcgdes seno e cosseno adquiriram uma importancia especial na matematica, a
partir do século passado, quando o matematico francés Joseph Fourier, estudando
o fenbmeno da transmissdo do calor, mostrou que qualquer funcdo, sob
determinadas hipdteses razoaveis, pode ser obtida como o limite de uma série
cujos termos sao senos e/ou cossenos. Este fato fundamentou o desenvolvimento
de um ramo da matematica, hoje chamado Analise Harmédnica.

As fungodes trigonométricas Inversas

Motivacao

Muitas obras de arte, expostas em museus, precisam ser protegidas por medidas
de seguranga especiais para impedir atos de vandalismo. Suponha que se deseja
colocar uma corda de isolamento paralela a parede onde um quadro famoso esta
exposto.

oL
e Calcule o angulo de visdo de um observador junto a corda, em fungao
da distancia x da corda a parede. Considere que a altura média (a) dos
visitantes € de 1,70 m , a distadncia da base do quadro ao solo (b) € de 2,70
m e que a altura do quadro (c) € de 3 m . ,conforme mostra 0 esquema
abaixo.

X
Este calculo é importante para se determinar a distancia da corda de isolamento
que permite um angulo maximo de visdo ao observador.
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Em muitas situagdes praticas, como a do problema anterior, é necessario
determinar o valor de um angulo, sabendo-se o valor do seu seno, ou do seu

oL
cosseno ou a da sua tangente isto €, conhecendo-se x , achar tal que, por
sen{ L) =x glx)=0o
exemplo, . Isto equivale a achar uma fungao g tal que
ou seja, precisamos calcular inversas de fungdes trigonométricas.

o Definidas em toda reta, as fungdes trigonométricas sao biunivocas?
« E possivel inverté-las? Como?

arcsen{x)
A funcao
Define-se o valor principal da fungdo seno como sendo a restricdo do seno ao

T T

2 2
intervalo . Denota-se esta fungao por Seno (Sen).
A definicdo acima diz, simplesmente, que

[ 22 J
Sen(x) = sen{x) 272

, para todo x pertencente ao intervalo

Sen{x)

A funcao tem uma inversa (por qué?) que vamos chamar de arco seno
(arcsen). Assim
y = arcsen(x) x = Sen{x)

<=>

e Qual o dominio da fungao arcsen ? Qual a sua imagem?

1
arcsen[—]

2 arcsen{—1)

e Qual ovalor de ? E de ?
arcsen(x )
Observe, abaixo, o grafico da fungao
seni.x )

o Como este grafico pode ser obtido a partir do grafico da fungao ?

arctg(x)
A funcgao
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Define-se o valor principal da fungéo tangente como sendo a restricao da tangente
T T
2 2

ao intervalo . Denota-se esta fungdo por Tangente (TQ).

A definicdo acima diz, simplesmente, que

55
Te(x) = tg(x) 272

, para todo x pertencente ao intervalo

Tg(x)
A funcéao tem uma inversa (por qué?) que vamos chamar de arco
tangente (arctg). Assim

y=arctg(x)  x=Tg(x)
<=>

e Qual o dominio da fungao arctg ? Qual a sua imagem?

arctg( 1) arctg(—1)
e Qual ovalor de ? Ede ?
arctg(x )
Observe, abaixo, o grafico da fungao
tg(x)
o Como este grafico pode ser obtido a partir do grafico da fungao ?

e Quais séo as assintotas horizontais ao grafico dessa fungéo?
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